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ABSTRACT 

This paper extends some recent results of V. Barbu. It is concerned with 
bounded solutions of the problem: u" ~ Au, u'(O) ~ Oj(u(O) -- a) where A is 
a maximal monotone operator in a Hilbert space 11, a ~ D(A) andj is a strictly 
convex 1.s.c. function from H to [0, + oo]. An existence and uniqueness 
theorem for this problem is proved. Taking j to be the indicator function of 
a point uo ~ D(A), one obtains a bounded solution u(t) of the initial value 
problem: u" ~ Au, u(O) = uo. Denoting u(t) = S~(t)uo one obtains a semi- 
group of contractions on D(A). The generator of this semigroup is denoted 
by A~. Further properties of S~(t) and A�89 are studied. 

Introduction 

L'obje t  de ce travail est d '6tendre et de pr6ciser certains r6sultats de Barbu [1] ;  

nous remercions V. Barbu d ' avo i r  bien voulu nous communiquer  un preprint 

de I1-1. 

Soit H u n  espace de Hilbert  et soit A un op6rateur maximal  monotone  dans 

H tel que 0 ~ R(A) .  Soit j u n e  fonct ion convexe s.c.i, de H dans I-0, + oo] teUe 

que j(0) = 0 et 

lim j(v__)) = + oo. 

O n  suppose que A est 8j-monotone,  i.e., 

j ( ( I  + ) . A ) - l x  - (I + 2 A ) - l y )  < j ( x - y )  pour  tout  x , y  E H ,  2 > O. 

On pose R+ = [0, + oo[.  

1. Un premier r6sultat d'existence 

THEOREM 1. Pour  tout a ~ D(A), il existe une fonct ion  u ~ C1(•+ ; H ) n  L~(R+ ;H ) 

telle que u ' r  u " ~ L E ( R + ; H ) ,  u ( t ) r  p.p. sur R+ vdrifiant 
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~ u" ~ Au p.p. sur R+ 
(1) 

(u ' (O)  ~ Oj(u(O) - a) 

Si  de plus j e s t  strictement convexe, alors u est unique. 

DI~MONSTRATION DU THI~ORf~ME 1. 

Unicitd. Soient u e t a  deux solution et posons v = u - a; grgce ~t la monotonie  

de A,  on a (v",v) > 0 p.p. sur R+.  n o n c  �89 > Idv/dt[ 2 > O, et par  

suite la fonct ion t -} I v(t)l 2 est convexe (et born6e sur •+); il en r6sulte qu'eIle 

est d6croissante. Or  on a 

(v(t))  - (v ' (0) ,  v(0))  - f l  I v'(s)[2 ds >__ 0; (v'(t), 

comme (v'(t), v(t)) = �89 2 < 0 et (v'(O), v(O)) > 0 grfice d la monoton ie  

de O j ,  il vient v' = O. 

Enfin, on a 

j(u(O) - a) -j(t~(O) - a) > (t~'(O),u(O) - ~(0)) et 

j (a(0)  - a) - j ( u (O)  - a) > (u'(0), a(0) - u(0)); 

par  suite 

j ( a ( 0 )  - a) - j (u(O) - a )  = (u ' (0 ) ,  a (0 )  - u (0 ) ) .  

Or, si u(0) # a(0) on obtient 

�89 j(u(O) - a) + �89 j (a(0)  - a) > j ( u ( 0 )  2 + a(0) a )  

(u,(o)f(~ - u(~ > j(u(O) - a) + (u '(0) ,  ~ = �89 - a) + �89 - a ) ,  

ce qui est absurde. 

Existence. Par  translation on peut  se ramener  au cas oi~ 0 ~ A0. Dans l 'espace 

de Hilbert  ~ = Lz(R+ ;H)  on consid~re les op6rateurs 

d = { [ u , f ] e s ~  x a g t ' ; f ( O e A u ( t  ) p.p. sur R+} 

~ u  = - u "  avec 

O(~)  = {u ~ ~ ' ;  u '  ~ s~'; u" ~ ~ et u'(0) ~ dj(u(O) - a)} 

I1 est clair que d et ~ sont maximaux monotones  (~' est le sous diff6rentiel 

dans ~ de la fonct ion convexe s.c.i. �89 j'~ [u'l~dt+j(u(O)- a)). 
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Nous montrons d 'abord que pour tout fi > 0 le problbme 

{ u " ~ A u + c S u  p.p.  sur R+ 

u'(O) ~ aj(u(O) - a) 

admet une solution u 6 D(d)(3  D(~).  Pour cela il suffit de prouver (el. Brezis 

et al. [4]; Brezis [3], th6or6me 2.4) que si l 'on d6signe par ua la solution de l'6qua- 

tion Mxua + bu.t + ~ u  z ~ 0, alors d z u  z demeure born6 dans W quand 2 - .  0. 

Estimations.  Comme (Azuz, uz) > O, on a (uz", uz) > 0 sur •+; d'oih il vient 

apr6s int6gration sur ] t, + oo [ 

(u'a(t), uz(t)) + [ ui[ 2 ds <= O. 
t 

On en d~duit que la fonction t--. [uz(t)[ 2 est convexe d6croissante et que 

fo+~[ I I )11 ] ' 2dt  < ' - -  ( u z ( O ) , u ~ ( O ) )  < - - ( u z ( O ) ,  a )  < u~(O a U2 = = = 

(car u](O)~ ~j(uz(O)-  a)). On a aussi 

fo r f r  r(u~(r), ua(r ) )  > ', tu~'+ ua) dt. flu'/,u~)dt > 0 et donc ' __ (u~ 
0 

Par consequent 

fortlu'~[2dt < &l u~.(o)l 2 

(uz,u~) > R+ (noter D'autre part, on a grace h la monotonie de Az, " ' 0 p.p. sur 

que u~' ~ .Of puisque Ax est lipschitzien). On en d6duit que la fonction t ~ ] u'z(t) I z 

est convexe d&roissante et que 

f + oo 2 dt u~(0)) - + tSuz(0), u,~(0)) I U~q < (u~(O), (axux(O) i 

0 

<= -(A,~a + 3 a ,  u'z(O)) <= lu~.(0)l (IA~ + 61 al) 
ear Aa est @monotone (of. [3], proposition 4.7). Par ailleurs 

~1 a~r ~ -- - (u~,u~)dt z luxl,,lu'~l,, <= I u~(0)I lal*(lA~ + 6lal)  * 

Donc 

(2) I u~(0)l < 2[al �89176 + r ~. 

I1 en r&ulte que u] demeure born6 dans ~ quand 2 ~ 0. Enfin, on a 
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~(~,A~u~) + I A ~ u f  _-< I"~11A~I P P sur ~+ et IA~I,~ <--I~;I,~ 

On a ainsi prouv6 qu'il existe un ~ D ( ~ ' ) n  D(~ ~) solution du probl~me: 

{ u'a' ~ Auo + 6uo p.p. sur ~+ 

u~(0) ~ ~j(u~(0) - a) 

(de plus ua ~ u6 darts a/t ~ quand ). -~ 0).* 

Passage a la limite quand 6 ~ O. On a les estimations 

(3) ]u;l~dt __< 21 al'(tA~ + ~[a[) �89 

(4) fo+'~tlugl2~lt <= ~l , , (0) l :  

(5) lu;'l=dt <= 2[al*( lAoa I + 6lal)' 

(6) 141L~,~+;., --< 21 al+(laoal + ~I~1) + 
De plus u~(0)e (8j)-l(u;(0)) + a ,  et donc ua(0) demeure born6 dans n (cf. [3], 

proposition 2.14). II en r6sulte que 

ll"ollL~,.+=-, --- c.  
I t  t !  On a (yu~-6uo, u ~ - u a ) - ( u ~ - u o ,  u ~ - u o ) < O  p.p. sur R+ et done, en 

posant v = u ~ -  u6, on obtient (v",v) > -2 (y  + 6)C z . Int6grant cette in6galit6 

sur ] 0, T [ il vient 

(v'(T),v(T)) - (v'(O),v(O)) - fro[ v' [2dt >= -2(V + 6)TC z. 

Or (v'(O),v(O)) >= 0 puisque aj est monotone; done 

fo r] < 2C[ v'(r)l + 2(~' + v'(t)]Zdt 6) TC z. 

D'autre part, on a, d'apr6s (4) 

�89 r~l 4(r) l  ~ + r I ~;l~et ~ �89 ~ 
T 

(puisque [ u;I est d~croissant). 

Par suite 

* En modifiant sensiblement la d6monstration, on peut montrer que d + ~ est maximal 
monotone (remarque de M. Crandall). 
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fo+  fr fr§ 6C 2 [v'(t)12dt < [v'(t)12dt + I v' (t)[2dt < ~ - -  + 2(~ + ~5)TC 2. 
0 

Choisissant T = 1/x/y + 6 on obtient 

fo +~176 
Iv'(t)12dt < 8CZx/y + 6 

On en ddduit que u~ -~ w dans ~ et que ug -~ w' dans ~ '  faible quand 6 -~ 0 

(w continu de ~+ dans H).  I1 en rdsulte que u; -~ w uniform6ment sur IR+ (ear 

�89 u ; ( t ) -  w(t)]  2 __< ] u ~ -  w l ~ ] u ; - w '  [ , A .  

D'autre part, il existe une suite c5. ~ 0 telle que u a . ( 0 ) ~ l  dans H faible. 

On a 

~0 t u~o(t) = u ~ ( o )  + u'~o(s)cls 

et par consequent 

fo' ua.(t) ~ u(t) = l + w(s)ds dans H faible, pour tout t e  R+ 

ua~ ~ u dans L2(0, T;/-/) faible, pour tout T < + oo. 

Enfin, il r~sulte de la relation u~.(O)ec~j(ua,,(O)- a) que w ( O ) e O j ( l -  a) i.e. 

u'(O) e Oj(u(O) - a ) .  

Par ailleurs f~ --- u " ~ -  (Su~ ~Aua et fa est born6 dans L2(0, T ; H ) .  De plus 

fo (f~, u~ - u)dt = (u~ - 6u o, u~ - u)dt = 

fo (u", u~ - u)d t  + ( u ~ ( r )  - u ' ( r ) ,  u~(T) - u ( r ) )  - (u~(O) - u'(O),  ua(O) - u(O)) - 

fo l fo - u; - u']2clt  - ,~ (u~, u~ - u)clt. 

Done j ' r ( f~ ,ua -  u)dt---> 0; on eonclut /t l'aicle de la proposition 2.5 de [3] 

que u" ~ Au p.p. sur ] 0, T [. 

EXEMPLE 1. Soit A un op6rateur maximal monotone tel que 0 ~ R(A) .  Pour 

tout uo ED(A), il existe une fonction unique u 6 C I ( R + ; H ) n L ~  H) telle 

que u' 6L2(R+,H),  u" EL2(R+ ;H) ,  u(t) ~D(A)  p.p. sur ~+ v6rifiant 

{ u " ~ A u  p.p. sur R+ 

u(O) = Uo 
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I1 suffit d'appliquer le Thdor~me 1 avec 

j(v) = {0+ v = O  

v # O  

Il est clair que tout A est Oj-monotone et que j est stfictement convexe. Pour 

chaque t > O, l'application Uo ~ u(t) d~finit une contraction de D(A) dans D(A) 

que I'on prolonge par continuit~ ~t D(A). On obtien ainsi un semi-groupe de 

contractions sur D(A) que l 'on d6signe par S�89 soit - A r  son g6n6rateur. Notons 

que si 0cA0 ,  on a grace /t (2), pour tout Uo D(A)IA~ <= 21 aoUol luol 
(en particulier A,  est domin6 par A); peut-on remplacer 2 par x/27* 

EXEMPt.E 2. Soit A un op&ateur maximal monotone tel que 0 ~ R(A). Pour 

tout a ~ D(A) et tout ). > 0, il existe une fonction unique u ~ C1(~+ ; H) n L| 

telle que u' e L2(g~ + ; H), u" ~ L2(~ + ; H), u(t) ~ D(A) p.p. sur ~ + v6rifiant 

{ u"~Au p.p. sur R+ 

2u'(0) = u(0) - a 

I1 suffit d'appliquer le Th6orbme 1 avec j(v) = (1/22)] vl 2. 

COROLLAmE 2. On a R(I + 2A~ ~ D(A) pour tout 2 > 0 et en particulier 

Ar = A~162 + ~ I ~ .  De plus A~ est univoque lorsque D(A) = H. 

En effet, soient a ~ D(A), ;~ > 0 et soit u (t) la fonction consid6r6e ~ l'exemple 2; 

on a 

S~(Ou(O ) - u(O) u(O - u(O) 
- - ,  u'(0) quand t -* 0. 

t t 

Donc u(0)~D(A~) et -A~u(O) = u'(0) = 1/2(u(0)-  a); par cons6quent 

m + 
II en r6sulte que R(I + 2A~)~ D(A), et d'apr~s la proposition 2.19 de [3], 

0 
A~r = A~ + glD-~a). Enfin, il est clair que si D(A) = H,  alors A~ est maximal 

monotone, et par suite A,  = A~ est univoque. 

REMARQUE 1. I1 serait int6ressant de d&erminer si D(A~) est convexe et si 

A~ est h6micontinu sur D(A~). 

2. C o m p o r t m e n t  de S,(t) quand t ~ 0 et t ~ + oo. 

* II semble que x/2 soit la meilleure constant possible. IIen est aimi lorsque A= 0~b 
(of. th6or~me 4) et dans le cas lin6aire (eL [5]. 
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THI~OR~ME 3. Pour tout Uo e D(A), la fonction u(t) = S,r(t)u o vdrifie 

u e C(l~+ ; H ) ~  C1(]0, + ~ [; H)~L~176 ; H) ,u '  ~ L2(fi, + ~ ;H),u"eL2(~, + oo; H) 
pour tout c5 > O, u(t)~D(A~) pour tout t >  O, u(t)~D(A) p.p. sur ~+ u" ~Au 

p.p. sur R+. 

D~MONSTRATION. Nous  commen~ons par 6tablir dans le cas o~a Uo E D(A), les 

estimations suivantes qui font  intervenir seulement I u0l .  On a x/t u'(t)~ ~ e t  

(7) t lu '12dt  < �89 ~ 

d'ot~ il r6sulte que [u'(t)[ < [ Uo [ / t  puisque I u ' [  est d6croisasant. On a t~u" ~ ~ '  

et 

fo (8) t lu"l dt <= �89 * 

L'est imat ion (7) se d6duit de (4) par  passage ~t la limite. Pour  prouver  (8), posons 

v(t) = u(t + h) - u(t) (h > 0); grfice ~t la monotonie  de A on obtient  (v",v) > O. 

Par  suite la fonct ion t - - [ v ( t ) l  2 est convexe, born6e et d6croissante. Soit 

~ ([0, T ] ;  R) une fonct ion croissante telle que ((0) = 0. On a fro((V" , v)dt >= O, 

c'est-~-dire 

Donc  

et enfin 

r 1 6 2 1 6 2  

f r  o r r , 1 d [2dt <= ~1 v'12dt +=Jo~  ~ : ~  v ((T)(v '(T),v(T))  < 0 

Divisant  par  h 2 et passant ~t la limite quand h ~ 0 on obtient 

fflu"12dt <__ �89 u', 

Prenant  ((t) = t a , on obtient  (8) grfice ~ (7). 

REMARQUE 2. L 'es t imat ion (8) est assez pr6cise; en effet, pour  tout  e > 0, 

on peut  t rouver  un op6rateur  maximal monotone  A convenable tel que 

* C. Fefferman nous a fait remarquer que dans le cas off A = --A, les estimations (7) et (8) 
sont li6es aux fonctions g- de Littlewood-Paley. 
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t~+~u,q~ L2(~+;H)  (lorsque H = ~ et Au = ]ulp-Eu, alors u",,~ t -2-2/(~-2~ 

quand t - o  + o0; cf. Remarque 6 de [2]) 

Nous avons r6sum6 dans le tableau qui suit les propri6t6s de u(t)= S~(t)Uo 

en fonction des hypoth6ses sur Uo 

Uo ~ D(A) 
u ~ C ( ~ + ; H )  (3 C~([0, +oo[;H)INL~ +;H),t~u'~L2(~+;H) , 
#u" e L2(~+ ;H), u(t)~D(Ar pour tout t >  0 et u(t)eD(A) p.p. 

sur ~+ 

uo~D(Ar on a de plus uECI (~+;H) ,  u'~L~176 x/ tu"~L2(R+;H) 

uo~D(A) on a de plus u"r 

3. Cas oi~ A = ~r 

THI~OR~ME 4. Soit • une fonction convexe s.c.i, de H dans [0, + ~ ]  telle que 

4 (0 ) - -0  et soit A = ~ .  Alors on a D(A~) =- D(d?) et �89 2 -- r pour 

tout Uo E D(c~). 

DI3MONSTRATION. Supposons d 'abord que Uo e D(A) et soit u ( t ) =  Sr 

On a u"e ~r p.p. sur • . I1 r&ulte de lemme 6 de [2] (cf. aussi [3], lemme 

3.3) que u(t)eD(r pour tout t > 0 et que la fonction t ~ (o(u(t)) est absolument 

continue sur tout compact de ] 0, + ~ [ avec 

d l d l d u  2 
(o(u) = (u",u') - 2 dt -~ p.p. sur R+ 

(lorsque uo ~D(A), la fonction t ~ ~b(u(t)) est absolument continue sur tout 

compact de ] 0, + oo [ ) .  

Par suite ~b(u(t)) = �89 u'(t)] 2 + C pour tout t >  0; or ~b(u) __< (u",u) p.p. sur 

R+ et donc ~(u)~L2(~, + oo) pour tout ~ > 0. I1 en r6sulte que (o(u(t)) -~ 0 

quand t ~  + oo, et ~b(u(t))--�89 u'(t)l 2 pour tout t >  0 (lorsque Uo ~D(A),  

on a ~b(u(t))= �89 2 pour tout t__> 0). Supposons que uo~D(A§ alors 
~.  <~1 0 2 r �89 u'(012 < �89 Uo ]2 et par consequent Uo ~ D(q~) avec q~(Uo) = ~-IA~uo] �9 

Inversement si Uo ~ O($), soit Uon ~ D(A) une suite telle que uon~Uo et $(Uon) < ~b(Uo) 

(prendre par exemple Uo, = (I + l / n a @ ) - % ) .  On a alors �89 aTuo, t 2 = �89 u',(0) 12 

= ~(Uo,)_-< ~(Uo). On en d6duit que Uo ED(A~) et �89 uo[ 2 <-_ (~(Uo). 

4. Quelques autres propri&t!s de Ai.  

THI~OR~ME 5. Soit A un operateur maximal monotone dans H tel que A - ~I 

soit monotone (~> 0). Alors A#:-  x/od est monotone. 
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D~MONSTRATION. I1 est 6quivalent de prover  quelS~(t)u0 -S~(t)2o J< e-  ,/~'JUo - 2  o J 

pour  tout  t > 0,  et tout  Uo, 2o ~ D(A). Utilisant le fait que A - aI est mono tone ,  

on obfient 

(u . . . . .  2 ) >  I 21 ~ - - U , U - -  = a  U - -  

ofa u(t) = S~(t)Uo et a(t) = s~( t )2o.  

On conclut  ~t l 'a ide du lemme suivant. 

LEMME 6. Soit v ~ C ( R + ; H )  x L~176 tel que v' ,v"~L~oc(R+;H) et 

l im ,_ ,+o~v ' ( t )=0 .  On suppose que ( f f ' , v ) > a l v l  2 p.p. sur •+. Alors 

I,)(ol =< e-~/~'[ ~(O)l, 
DI~MONSTRATION DU LEMME 6. La fonct ion t ~ [  V(t)J 2 est convexe, born6e et 

d6croissante. Posons W(t) = Iv(t)[; distinguons deux cas. 

lerCas. ~ ( t ) >  0 pour  tout  t > 0 ;  on a alors ~ ' ,  ~"~L2~oc(E+).  En d6rivant 

l'6galit6 W2(t) = I v(t)l ~, on obtient W . ~ ' =  (v,v'), et par  suite I v ' l  _-_ Iv'l, 
v .  v " +  I v ' l  ~ -- (v,,") § I , ' l  ~ __> ~ l v l  ~ >__ ~ l v l  ~ § I v ' ~ l  . D ' o ~  l 'on  d6duit  

que W " >  aW p.p. sur E+ .  Posons co(t) = e-e~'lv(0) I de sorte que co" = aco 

et co(0) = T(0) ;  donc 

(9) ( ~  - co)" > ~(~ - co). 

Pour  prouver  que W < co, multiplions (9) par  ( W -  co)+ et int6grons sur 

] 0, T [; il vient 

] (q j  _ co)+ J2 dt < (tP'(T) - -  co'(T)) . (~ (T)  - co(T)). 
0 

Quand  T ~ + oo, ~ ( T )  - co(T) demeure born6, alors que ~ ' ( T )  et co'(T) tendent  

vers 0 .  

2~me Cas. I1 existe 0 < T < + oo tel que tP(T) = 0 et ~ ( t )  > 0 pour  t < T. 

Dans  ce cas, on a ~ ' , ~ " e L 2 ( 0 ,  T - e )  pour  tout  e > 0,  et comme au premier  

cas qJ" > a ~  p.p. sur ] 0, T [ .  Soit co(t) la solution de l '6quation co" = aco sur 

] 0 ,  T [ ,  co(0)=  q?(0), c o ( T ) = 0 ;  on v6rifie ais~ment que co( t )<  e-V~*qJ(0) 

sur ] O , T [ .  
On a 

(10) (W - co)" > c~(W - co) p.p. sur ] 0, T [ .  

Multipliant  (10) par  ( ~  - co)+ et int6grant sur ] 0, T -  e [ on obtient 

f 
T - ~ .  

a }(tlJ - co)+ 12dt < ( t P ' ( r -  e) - c o ' ( r -  e ) ) . ( t P ( T - e ) - c o ( T - e ) ) .  
0 
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Quand  e ~ 0,  qJ ' ( t - e )  - ~o ' (T -e )  demeure born6, alors que U / ( T - e )  et og(T-e)  

tendent vers 0. D'ofi �9 < ~ sur [0, T] .  

Notons enfin la propri6t6 suivante de A~. 

TI-I~OR~ME 7. Soit  A un opdrateur max ima l  monotone tel que 0 ~ R(A) .  Soit 

une fonct ion convexe s.c.i, propre de H dans ] - 0 %  + or] telle que A soit 

8~b-monotone. Alors A~ est aussi 8q~-monotone. 

D~.MONSTRATION. Soit/~ > 0 et soit ~bu la fonct ion r6gularis6e de ~b; (cf. [-2], 

appendice) .  On  sait (cf. [3], proposi t ion  4.7) que 

( f - g ) ,  Odpu(x-y)) > 0 V [ x , f ]  ~ A ,  V[y ,g ]  ~ A .  

Soient Uo et Uo ~D(A) ,  u(t) = S~(t)Uo, ~(t) = S~(t)ao. On a en part iculier  

( u " - f t " ,  ~(a~,(u-a)) >= 0 p.p. sur R+ 

Or 
d 2 

--dt2 dPu(U - ~) = ( u " -  fi", O~u(u - ~t)) + (u' - fi' ~d O~u(u - a ) )  > O. 

II en r6sulte que la fonct ion t ~ ~bu(u - fi) est convexe et born6e (car qS, est born6 

sur les ensembles born6s). D o n c  cette fonct ion est d6croissante;  d 'of i  

~ ( S ~ ( t ) u o -  S4~(t)fto) < c~u(uo- uo) et par  cons6quent  A~ r e s t  0~b-monotone (cf. 

[3],  proposi t ion  4.7). 
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