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ABSTRACT

This paper extends some recent results of V. Barbu. It is concerned with
bounded solutions of the problem: u” € Au, u’(0) € 3j(u(0) — a) where A4 is
a maximal monotone operator in a Hilbert space H, a € D(A4) andj is a strictly
convex ls.c. function from H to [0, + o0]. An existence and uniqueness
theorem for this problem is proved. Taking j to be the indicator function of
apointug € D(A), one obtains a bounded solution u(t) of the initial value
problem: u” € Au, u(0) = up. Denoting u(t) = S4(t)up one obtains a semi-
group of contractions on D(A4). The generator of this semigroup is denoted
by 4 & Further properties of S%(t) and 4 3 are studied.

Introduction

L’objet de ce travail est d’étendre et de préciser certains résultats de Barbu [1];
nous remercions V. Barbu d’avoir bien voulu nous communiquer un preprint
de [1].

Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur maximal monotone dans
H tel que 0 e R(4). Soit j une fonction convexe s.c.i. de H dans [0, + o] telle
que j(0) = 0 et

lim ®) = + 0.
lof =+ |
On suppose que A est dj-monotone, i.e.,
J+24)~x = (I + A14)~ty) £ j(x—y) pour tout x,yeH, A>0.

On pose R, = [0, + oo[.

1. Un premier résultat d’existence

THEOREM 1. Pour tout a€ D(A), il existe une fonctionuc C'(R, ;H)NL*(R . ;H)
telle que v’ € IX(R,;H), u" e [X(R,;H), u(tyeD(4) p.p. sur R, vérifiant
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u'cdAu p.p. sur R
u'(0) € 9j(u(0) — a)

Si de plus j est strictement convexe, alors u est unique.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

Unicité. Soient u et # deux solution et posons v = u — i; grice 4 la monotonie
de 4, on a (v",v) 2 0 p.p. sur R, . Donc $(d*/dr?)|v|? 2 | dv/dt|* 2 0, et par
suite la fonction t — ,v(t)]2 est convexe (et bornée sur R.); il en résulte qu’elle
est décroissante. Or on a

'@, () — ('(0),v(0)) - fo [v'(9)|*ds 2 0;

comme (v'(1),v(t)) = %(d/dt)lv(t)]2 =< 0 et (v'(0),v(0)) = 0 grice 4 la monotonie
de 9j, il vient v’ =0,
Enfin, on a

Jw(0) — a) = j(@(0) — a) = (@'(0), u(0) — #(0)) et

J(@(©0) — a) — j(u(0) — a) = (u'(0), #(0) — u(0));
par suite

J(@(0) — a) = j(u(®) — a) = ('(0),4(0) — u(0)).
Or, si u(0) # 4(0) on obtient

3 j(u(0) — a) + 4 j(@(©) — a) > j(ﬂ%@ _ a)

2160) - 0) + @O, (v L TD) = 360 - ) + 4760 - a),

ce qui est absurde.

Existence. Par translation on peut se ramener au cas ol 0 € 40. Dans ’espace
de Hilbert # = I[*(R, ;H) on considére les opérateurs

o = {[u,fle s x #; f(t)e Au(t) p.p. sur R,}
#Hu = —u" avec
D®B) = {ue; u'eH; u" el et u'(0)edju®)— a)}

Il est clair que &7 et # sont maximaux monotones (#Z est le sous différentiel
dans & de la fonction convexe s.ci. 3 [§|u’|2dt + j(u(0) — a)).
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Nous montrons d’abord que pour tout § >0 le probléme

{u”eAu + du p.p. sur R,
u'(0) € dj(u(0) — a)

admet une solution u € D(/)N D(#). Pour cela il suffit de prouver (cf. Brezis
et al. [4]; Brezis [3], théoréme 2.4) que si I’on désigne par u, la solution de I’équa-
tion &7;u; + ou, + #u, 30, alors o7,u; demeure borné dans 5# quand A - 0.

Estimations. Comme (A,u;,u;) = 0, on a (uj,u;) = 0 sur R, ; d’ot il vient
aprés intégration sur ]#, + oo

+®
|us|2ds < 0.

mmmm+f

t

2 est convexe décroissante et que

wammg4mmmm§—mwmgwmm4

On en déduit que la fonction - |uy(f)

(car u,(0) € dj(u,;(0) — a)). On a aussi
fort(u,’{, u,)dt = 0 et donc T(uy(T),u,(T)) ;J‘:(u,ﬁ tu, + u,) dt.
Par conséquent
Lﬂmméﬂmmz

D’autre part, on a grice a la monotonie de A,, (u},u;) = 0 p.p. sur R, (noter
que uj € J# puisque A4, est lipschitzien). On en déduit que la fonction t — I u;(®) |2
est convexe décroissante et que

LwWng4mmmw=—mmwwmmmm
< —(4;a +8a,uy(0) < |uy0)] (|4°a| + 5] a|)

car A, est gj-monotone (cf. [3], proposition 4.7). Par ailleurs

o
30y |2 = _L (uf up)dt < |uf|.e|ui]e < |un0) ]| a|¥(| A%| +8|a))t.

Donc
) |uj(0)] < 2|al¥(4%)] +5]a)?*.

Il en résulte que uj demeure borné dans ## quand 4 — 0. Enfin, on a
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o(u,, Auy) + ]Alu,llz < Iuj{l IAAu,ll p-p. sur R, et |A,1u,1|,¢ =< Iu,’{l,,,.
On a ainsi prouvé qu’il existe u; e D(o/)N D(%) solution du probléme:
uz € Au;s + du; p.p. sur R,
{u,'s(o) € 0j(uy(0) — a)
(de plus u; — u; dans # quand A — 0).*

Passage a la limite quand § — 0. On a les estimations

+o0

€)) f |uz|>dt < 2|alt(|A%| + 8| a))?
o]
+o

@ f t|us|?dt < 1] uy(0)]?
0
+w

) f |ug|?dt < 2] a|*(| doa| + 8] a])?
0

© |3 |eosim < 2] a*(| doa] + 8]a)?

De plus u4(0) € (8))~1(u3(0)) + a, et donc u,(0) demeure borné dans H (cf. [3],
proposition 2.14). II en résulte que

” s ”L“’(m;m = C.

On a (yu, — 6u;, u, —u;) — (u) —uzu, —us) <0 p.p. sur R, et donc, en
posant v = u, — u,, on obtient (v;v) = —2(y + 6)C*. Intégrant cette inégalité
sur ]0, T[ il vient

@'(T),v(T)) — (v'(0),v(0)) — foT[ v’ |2dt = -2y +§)TCA
Or (v'(0),v(0)) = 0 puisque 9j est monotone; donc
ﬁ T| '(H)]2dt £ 2C|v'(T)| +2(y + HTC2.
D’autre part, on a, d’aprés (4)
1T uy(T)|* + TLM |us|2dt < 3C*
(puisque [u;] est décroissant).
Par suite

* En modifiant sensiblement la démonstration, on peut montrer que.o/ + % est maximal
monotone (remarque de M. Crandall).
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f0+w|v’(t)[2dt < LT

Choisissant T = 1/\/y + 0 on obtient

+ o 6C2
v'(f)|2dt + f |v" (0)|?dt < -+ 2(y + 8)TC2
T

f +«iv'(t)l2dt < 8CL/y+ 48
0

On en déduit que ug— w dans 5 et que uy > w’ dans # faible quand § - 0
(w continu de R, dans H). Il en résulte que u; - w uniformément sur R, (car
3 us@) = w)]* < Jug = wloe|ui—w']0).

D’autre part, il existe une suite J, — O telle que u; (0) - I dans H faible.
On a

us () = u;,(0) + J; uj (s)yds

et par consequent
t
us () = ut) =1+ J w(s)ds dans H faible, pour toutte R,
0

U, > u dans I%(0, T; H) faible, pour tout T < + 0.

Enfin, il résulte de la relation wu; (0) € dj(u; (0) —a) que w(0)edj(l —a) ie.
u'(0) € 0j(u(0) — a).
Par ailleurs f; = u”; — Su; € Au; et f; est borné dans I*(0,T; H). De plus

T T
f (f;i’ Us — u)dt = f (ug - 5“5, Us — u)dt =
0 0
T
J; (W",us — wdt + (uy(T) — u'(T), us(T) — u(T)) — (u5(0) — u'(0), u,(0) — u(0)) ~

T T
- f |uj —u'|2dt — 5[ (us,us — w)dt.
0 0
Donc | o (fs,us — u)dt — 0; on conclut & ’aide de la proposition 2.5 de [3]
que u” € Au p.p. sur |0, T[.

ExeMPLE 1. Soit A un opérateur maximal monotone tel que 0€ R(A4). Pour
tout u, € D(4), il existe une fonction unique ue CYR,;H)NL*(R,; H) telle
que u’' e X(R,,H), u"eI}(R,;H), u(t) e D(4) p.p. sur R, vérifiant

{u"eAu p.p. sur R,
u(O) = uO
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11 suffit d’appliquer le Théoréme 1 avec

0 v=0
J'(v)={
+o v#0

I est clair que tout A4 est dj-monotone et que j est strictement convexe. Pour
chaque t 2 0, I'application u,— u(f) définit une contraction de D(4) dans D(A)
que I’on prolonge par continuité & D(A). On obtien ainsi un semi-groupe de
contractions sur D(4) que 1’on désigne par S(t); soit — A, son générateur. Notons
que si 0€.40, on a grce & (2), pour tout uge D(A)| AJu,| < 2| Aguo[*|uol?
(en particulier 4, est dominé par A); peut-on remplacer 2 par V27

EXemPLE 2. Soit A un opérateur maximal monotone tel que 0e R(4). Pour
tout a € D(4) et tout 2 > 0, il existe une fonction unique u € CY(R,.; HYN L*(R, H)
telle que u’ e I*(R,; H),u" e [*(R,;H), u(tye D(4) p.p. sur R, vérifiant

{u”eAu p.p. sur R,
2u'(0) = u(0) — a
11 suffit d’appliquer le Théoréme 1 avec j(v) = (1/22)| v|2.

COROLLAIRE 2. On a R(I + 24°,) > D(A) pour tout 2 >0 et en particulier
Ay = A% + OIp4y . De plus Ay est univoque lorsque D(A) = H.

En effet, soient a € D(4), A > 0 et soit u(¢) la fonction considérée a I’exemple 2;
on a
S;(®u(0) — u(0) _ u(®) —u(0)
t t

— u'(0) quand ¢t - 0.

Donc u(0) e D(4y) et —Af}’u(O) = u'(0) = 1/A(u(0) — a); par conséquent

aeR(I +243).

Il en Ié_sulte que R(I +/1A§):D(A), et d’aprés la proposition 2.19 de [3],
Ay = A: + 0Ip 4. Enfin, il est clair que si D(4) = H, alors A, est maximal
monotone, et par suite A, = A est univoque.

REMARQUE 1. 1I serait intéressant de déterminer si D(4;) est convexe et si
Ag est hémicontinu sur D(4y).

2. Comportment de S,(¢) quand ¢ —> 0 et t > +co0.

* 11 semble que \/ 2 soit la meilleure constant possible, 11 en est ainsi lorsque 4= 0¢
(cf. théoréme 4) et dans le cas linéaire (cf. [5].
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THEOREME 3. Pour tout uy € D(A), la fonction u(f) = S;(Duy  vérifie
u eC(R, ;)N CY(J0,+ oo [; HYNLX(R, ; H),u' € L*(8,+ 0 ; H),u"e I}(8,+ o0 ; H)
pour tout 6 >0, u(t)e D(A,) pour tout t>0, u(t)e D(A) p.p. sur R, u” € Au
p.p. sur R, .

DEMONSTRATION.  Nous commengons par établir dans le cas ol uy € D(A), les
estimations suivantes qui font intervenir seulement ] uo] .On a \Jtu'( e et

(7 fw tlu|2dt £ 3| u,|?
0
d’otr il résulte que |u'(t)l < |u0| /t puisque ] u’[ est décroisasant.On a tiy" e #
et
+o
® f 3 u|2dt < 3[uo]? ¥
0

L’estimation (7) se déduit de (4) par passage a la limite. Pour prouver (8), posons
v(t) = u(t + h) — u(t) (h > 0); grace a la monotonie de A on obtient (v”,v) = 0.
Par suite la fonction t—|v(t)l2 est convexe, bornée et décroissante. Soit
¢ € ([0, T]; R) une fonction croissante telle que {(0) = 0. On a J X", v)dt =0,
c’est-a-dire
T
(DM = [ @0+ oz 0.
0
Donc
T T 1 d
f ¢lo'[2de +1) €L 25 o] dt < UT) (T, (D)) < 0
0 o - 27dt
et enfin

T T
fo ¢|v'|*dt < %J i ¢ v|*dt + 3£(0)|v(0)]2 .

Divisant par h? et passant 3 la limite quand & — 0 on obtient

T T
J‘ Cl u//IZdt é szf C”, w,
0 0

Prenant {(f) = ¢, on obtient (8) grace a (7).

2dt +32'(0)|u'(0)] 2.

REMARQUE 2. L’estimation (8) est assez précise; en effet, pour tout ¢ > 0,
on peut trouver un opérateur maximal monotone A convenable tel que

* C. Fefferman nous a fait remarquer que dans le cas ol 4 = —A, les estimations (7) et (8)
sont liées aux fonctions g- de Littlewood-Paley.
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tt ey ¢ I2(R,;H) (lorsque H = R et Au = |u|?~2u, alors u~ t7272/(F72
quand t - + co; cf. Remarque 6 de [2])

Nous avons résumé dans le tableau qui suit les propriétés de u(t) = Sy (f)u,
en fonction des hypothéses sur u,

ueC(R,;H) N CH[O, +oo [; HIN LR ,;H), t*u’ e 2(R,; H)
ttu” e I*(R, ; H), u(f) e D(4,) pour tout ¢ >0 et u(f)eD(4) p.p.
sur R,

“0613(14—)

uoeD(A;) | on a de plus ue CH(R,;H), u' e [°(R,;H), Jtu"e (R, ;H)

uo € D(A) on a de plus u” e I*(R,;H)

3. Cas ol A =3¢

THEOREME 4. Soit ¢ une fonction convexe s.c.i. de H dans [0, + o] telle que
$(0) =0 et soit A = 0¢. Alors on a D(4;) = D(¢) et %lAfuo 2 = ¢(u,) pour
tout ug € D(¢).

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que u,€D(4) et soit u(f) = Si(Buo.
On a u” € 0¢(u) p.p. sur R . 11 résulte de lemme 6 de [2] (cf. aussi [3], lemme
3.3) que u(t) € D(¢p) pour tout f > 0 et que la fonction t - ¢(u(?)) est absolument
continue sur tout compact de ]0, + oo [ avec

_1d|d
T 2dt | dt

2

p.p. sur R,

2 p) = )

(lorsque uq € D(4), la fonction t — ¢$(u(f)) est absolument continue sur tout
compact de ]0, + oo [).

Par suite ¢p(u(t)) = %| u’(t)l2 + C pour tout t > 0; or ¢(u) < (u",u) p.p. sur
R, et donc ¢(u)eI*(5, + o) pour tout 6 > 0. Il en résulte que ¢(u(?)) - 0
quand t - + o, et () = %[u’(t)]2 pour tout ¢ >0 (lorsque u, < D(A),
on a ¢(u(t)) = %|u’(t)|2 pour tout ¢t = 0). Supposons que u, € D(4,); alors
) = 1| u'(D|* < $| ALuo|* et par conséquent uy € D(¢) avec p(uo) < 34 uo|>
Inversement si u, € D(¢), soit u,, € D(A) une suite telle que uy,—uq et dlug,) < d(ug)
(prendre par exemple ug, = (I + 1/ndd)~1u,). Onaalors%|A2u0n[2 = 7‘ u,(0) |2
= P(uton) £ P(uo). On en déduit que uy e D(Ay) et 1| A%uo|? < Pluy).

4. Quelques autres propriétés de A,.

THEOREME 5. Soit A un operateur maximal monotone dans H tel que A — ol
soit monotone (x> 0). Alors Ay — /ol est monotone.
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DEMONSTRATION. 11 est équivalent de prover que[S s(Dug— S,}(t)ﬁol <e- ~/at|u0 — ﬁol
pour tout ¢ > 0, et tout uy, ii; € D(A). Utilisant le fait que A — ol est monotone,

on obtient
2

W' —d4u—d)zalu—i

On conclut a l’aide du lemme suivant.

LEMME 6. Soit veC(R,;H) x L(R,;H) tel que v',v"e L2 (R,;H) et
lim,, . v'(®) =0. On suppose que (V',v) = oc|v|2 p.p. sur R,. Alors
[o(f)] £ V™| u(0)].

DEMONSTRATION DU LEMME 6. La fonction t—»] u(t)|2 est convexe, bornée et
décroissante. Posons W(t) = ]v(t)

; distinguons deux cas.

ler Cas. W(f) > 0 pour tout ¢t>0; on a alors ¥/, ¥ € [*;,(R,). En dérivant
I’égalité W2(t) = |v(r)|?, on obtient ¥+¥' = (v,v'), et par suite e’ < |v],
Y W2 = (0,0") + |02 2 o P)? 2 | |2+ | W] Dol 'on déduit
que ¥Y*= oV p.p. sur R, . Posons w(t) = e_‘/‘”]v(O)] de sorte que " = aw
et w(0) = ¥(0); donc

® ¥ — ) = a¥ - ).

Pour prouver que ¥ < w, multiplions (9) par (¥ —w)™ et intégrons sur
10, TT; il vient

T
[ e =0y [ 5 (#n) () (D) ~ 0T,
4]

Quand T » + oo, ¥(T) — o(T) demeure borné, alors que ¥'(T) et ’(T) tendent
vers 0.

2éme Cas. 1l existe 0 < T < + oo tel que W(T) = 0 et ¥(t) >0 pour t <T.
Dans ce cas, on a P’,'¥” € I2(0, T — ¢) pour tout ¢ >0, et comme au premier
cas ¥ = a¥ p.p. sur ]0,T[. Soit w(r) la solution de I’équation " = aw sur
10, T[, w(0) = ¥(©0), o(T) =0; on vérifie aisément que w(t) < e V*¥(0)
sur JO,T[.

On a
(10) Y —ow) = a¥ —o) pp. sur |0, T|.

Multipliant (10) par (¥ — w)* et intégrant sur |0, T— &[ on obtient

afhl (¥ — o) |2dt £ (¥/(T-¢) — 0 (T—2) (V(T—8)—(T—¢)).
0
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Quand ¢ —» 0, ¥Y'(t—¢&) — o'(T —¢) demeure borné, alors que W(T —¢) et w(T—¢)
tendent vers 0. D’od ¥ < w sur [0, T].

Notons enfin la propriété suivante de 4,.

THEOREME 7. Soit A un opérateur maximal monotone tel que 0€ R(A). Soit
¢ une fonction convexe s.c.i. propre de H dans ] — o0, + ] telle que A soit

0¢-monotone. Alors A, est aussi 0¢-monotone.

DEMONSTRATION. Soit > 0 et soit ¢, la fonction régularisée de ¢; (cf. [2],
appendice). On sait (cf. [3], proposition 4.7) que

(f=9),0¢(x—y) 20 V[x,f]eA, V[y.gleA.
Soient u, et dy € D(A), u(f) = Sy(Dug, 6(f) = Sy(Dd,. On a en particulier
W —a", 0¢,(u—14)) =20 p.p. sur R,
Or

2

%Eqﬁﬂ(u —u) =@ —a", 0p,(u— )+ @ —& Zi% 0¢,(u —u)) = 0.

11 en résulte que la fonction t — ¢,(u — i) est convexe et bornée (car ¢, est borné
sur les ensembles bornés). Donc cette fonction est décroissante; d’ont
,(Ss(Due — Sy (i) £ ¢, (up — #,) et par conséquent A4, est dp-monotone (cf.
[3], proposition 4.7).
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